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Si, au coursde l’épreuve, un candidat repère ce qui lui semble être une erreur d’énoncé, il le
signale sur sa copie et poursuit sa composition en expliquant les raisonsdes initiativesqu’ il est
amené à prendre.

Dans tout le problème, I est le segment �0,1�, f est une fonction réelle définie et continue sur
le segment I, p est une fonction définie et continue sur le segment I, positive (pour tout réel x de
I, p�x� � 0).

L’objet du problème est l’étude et l’approximation dessolutions réelles, définiessur le
segment I, deux foiscontinûment dérivables (de classe C2) deséquationsdifférentielles
suivantes :

E0 � u´´�x� � p�x� u�x� � 0,

E � u´´�x� � p�x� u�x� � f�x�.

vérifiant, en outre, lesconditionssuivantesaux extrémitésdu segment I :

C u�0� � 0, u�1� � 0.

Une fonction u, de classe C2, définie sur le segment I, vérifiant lesconditionsC, est dite
solution du problème P0 si elle est solution de l’équation différentielle E0, respectivement
solution du problème P si elle est solution de l’équation différentielle E.
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Première par tie
Exemples, résultatsgénéraux.

I -1. Exemples :
Déterminer toutes lessolutionsde l’équation différentielle E vérifiant lesconditionsC dans

lesdeux cassuivants :
a. La fonction p est nulle et la fonction f constante et égale à 1 :

p�x� � 0, f�x� � 1.

b. La fonction p est constante et égale à 1 ; la fonction f est la fonction x � e� x où � est un
réel donné :

p�x� � 1, f�x� � e� x.

I -2. Unicité dessolutions :
a. Soit u une fonction solution de l’équation E0 vérifiant lesconditionsC ; démontrer que

cette solution u vérifie la relation :

�
0

1
u´�x�2 � p�x� u�x�2 dx � 0.

En déduire que la seule solution du problème P0 est la solution nulle.

b. Démontrer que, pour des fonctions p et f données, il existe, au plus, une solution du
problème P.

I -3. Existence d’une solution :
a. Étant donnéesdeux fonctions u1 et u2 solutionsde l’équation différentielle E0, soit g la

fonction définie sur l’ intervalle I par la relation suivante :

g�x� � u1�0� u2�x� � u2�0� u1�x�.

Démontrer que, si la fonction g s’annulle au point 1 �g�1� � 0�, la fonction g est nulle sur
l’ intervalle I.

En déduire une condition nécessaire et suffisante sur lesdeux solutions u1 et u2 pour que la
fonction g ne s’annulle pasen 1 �g�1� � 0�.

Soient u1 et u2 deux solutionsde l’équation différentielle E0, v une solution de l’équation E
et � et � deux scalaires. Soit u et X la fonction et le vecteur définispar les relationssuivantes :

u�x� � � u1�x� � � u2�x� � v�x� ; X �
�

�
.

b. Démontrer que, pour que la fonction u soit solution du problème P, il faut et il suffit que le
vecteur X vérifie la relation matricielle suivante :

U.X � B,

où U est une matrice carrée d’ordre 2 et B un vecteur qui seront précisés.

c. Démontrer que le problème P admet une solution unique.
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Deuxième par tie

Quelquespropriétésde certainesmatricesde Mn�R�.

Il est admisque l’application de l’espace Rn dansR� :

X � �x i�1�i�n � �X� �
i�1,2,...,n

sup |x i |,

est une norme. Il est admisque l’application de l’espace desmatricescarréesd’ordre n,
M n�R� dansR� :

A � N�A� �
�X��1

sup �A.X�,

est une norme. Un vecteur X � �x i�1�i�n de Rn est dit positif si toutessescoordonnées x i sont
positivesou nulles �x i � 0�. Cette propriété s’écrit :

X � 0.

Une matrice A � ai j 1�i�n, 1�j�n
de M n�R� est dite positive si tousses termes ai j sont

positifsou nuls. Cette propriété s’écrit :

A � 0.

Étant donnée la base canonique de Rn, e1, e2, �, en , soit E le vecteur dont toutes les

coordonnéessont égalesà 1 : E �

1

1

�

1

.

I I -1. Quelquespropr iétésmatr icielles :
Soit A � ai j 1�i�n, 1�j�n

une matrice carrée de M n�R� :

A �

a1 1 a1 2 � a1 n

a2 1 a2 2 � a2 n

� � � �

an 1 an 2 � an n

.

a. Démontrer que, pour que cette matrice A soit positive, il faut et il suffit que le vecteur
image de tout vecteur de la base canonique de Rn soit positif.

b. Établir la propriété : pour tout vecteur X de Rn,

�A.X� � N�A� �X�.
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c. Démontrer, pour une matrice A positive, la relation :

N�A� �
1�i�n

sup �
j�1

n

ai j.

Comparer lesdeux expressions N�A� et �A.E� ; en déduire la norme de la matrice A.

d. Soit A une matrice de Mn�R� possédant la propriété suivante : chaque foisqu’un vecteur X
de Rn a une image positive (A.X � 0), le vecteur X est positif (X � 0). Démontrer que la matrice
A est injective puisqu’elle est inversible et que son inverse A�1 est une matrice positive.

II-2. Un exemple :
Soient A et H lesdeux matricescarréesd’ordre n suivantes :
Les termesde la matrice A situéssur la diagonale principale sont égaux à 2, ceux situés juste

au dessuset juste au dessousà�1, lesautressont nuls.
La matrice H est diagonale et positive ; les termes hi, 1 � i � n, de la diagonale principale

sont positifsou nuls �hi � 0� :

A �

2 �1 0 � 0

�1 2 �1 � 0

0 �1 2 � 0

� � � � �

0 0 0 � 2

; H �

h1 0 0 � 0

0 h2 0 � 0

0 0 h3 � 0

� � � � �

0 0 0 � hn

.

a. Soit X un vecteur de Rn de coordonnées x i, i � 1, 2, �, n, tel que le vecteur �A � H�.X
soit positif.

Démontrer que le vecteur X est positif à l’aide d’un raisonnement par l’absurde, par exemple,
en complétant la suite �x i�1�i�n par des termes x0 et xn�1 nuls �x0 � xn�1 � 0�, et en considérant
l’entier k pour lequel le réel xk est égal au pluspetit des réels x i, 0 � i � n � 1 :

xk �
0�i�n�1
min x i.

b. Déduire du résultat précédent que lesdeux matrices A � H et A sont inversibles.

II-3. Norme de la matrice �A � H��1 :
Soit V et W lesdeux vecteursdéfinispar les relationssuivantes :

V � �A � H��1E, W � A�1E.

a. Démontrer que cesvecteurssont positifsainsi que le vecteur A�W � V�.

b. Comparer lesnormesdesdeux vecteurs V et W ; en déduire : pour tout vecteur X de Rn,

�A � H��1.X � �W� �X�.
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I I .4. Une majoration de la norme du vecteur W :
Soit S l’ensemble dessuites réelles infinies �xk�k�0 vérifiant, pour k � 0, la relation de

récurrence suivante :

� xk�1 � 2 xk � xk�1 � 1.

Soit S0 l’ensemble dessuites réelles �xk�k�0 vérifiant, pour k � 0, la relation de récurrence
suivante :

� xk�1 � 2 xk � xk�1 � 0.

a. Déterminer lessuitesqui appartiennent à l’espace S0.

b. Déterminer une suite �yk�k�0 appartenant à l’espace S qui soit un monome du deuxième
degré :

yk � a k2.

c. Déterminer lessuitesqui appartiennent à l’espace S ; en particulier cellesqui vérifient les
deux conditionssuivantes :

x0 � 0, xn�1 � 0.

d. Déterminer lescoordonnéesdu vecteur W � A�1E ; en déduire que la norme de ce vecteur
vérifie l’ inégalité suivante :

�W� � 1
8 �n � 1�2.

Troisième par tie

Approximation de la solution du problème P.

Dans toute la suite l’entier n est supérieur ou égal à 3 �n � 3�. Soit h et tk, k � 0,1,2,�,
n � 1, les réelsdéfinispar les relationssuivantes :

h � 1
n � 1

, tk � h.k � k
n � 1

, k � 0,1,2, �,n � 1.

I I I -1 Une approximation de la dér ivée seconde :
Soit u une fonction quatre foiscontinûment dérivable sur le segment I. Soit M le maximum

de la valeur absolue de la dérivée quatrième :

M �
x�I

sup |u�4��x�|.

Soient t et h des réels telsque les réels t � h et t � h appartiennent au segment I. Démontrer
l’existence d’une fonction R des réels t et h qui vérifient les relationssuivantes :

u�t � h� � u�t � h� � 2 u�t� � h2 u´´�t� � R�t,h� , |R�t,h�| � h4

12
M.
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I I I -2. Problème P discrétisé :
a. Démontrer que, si lesdeux fonctions p et f sont deux foiscontinûment dérivables, la

solution u du problème P est quatre foiscontinûment dérivable.

Soient X et Y lesvecteursde Rn et H la matrice diagonale de M n�R� définispar les relations
suivantes :

X �

u�t1�

u�t2�

�

u�tn�

, Y �

f�t1� h2

f�t2� h2

�

f�tn� h2

, H �

p�t1� h2 0 � 0

0 p�t2� h2 � 0

� � � �

0 0 � p�tn� h2

.

b. Déterminer, en désignant toujourspar A la matrice définie à la question II-2, un majorant
de la norme du vecteur Z � �A � H�.X � Y , au moyen des réels M et h.

Soit X le vecteur défini par la relation suivante :

X � �A � H��1Y.

c. Démontrer la majoration :

X � X � K h2,

où K est une constante ; en donner une valeur à l’aide de M.
Donner une signification du vecteur X. Préciser comment ce vecteur se calcule.

FIN DU PROBLÈME
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