SESSION 2004

Concours commun Mines-Ponts

PREMIERE EPREUVE. FILIERE MP

Premiére partie
Variations de la fonction ¢ :
1. Quand t tend vers O,

Arctant t 1

)= ——— ~ — = —.
(1) em™ —1 T

Donc, ¢ se prolonge par continuité en 0 en posant @(0) = ~

2. @ est dérivable sur D, et pour t > 0,

1 ! 1 1 —me™t
! _ — - @
e'(t) = (Arctantx e”t1) Rl eI +Arctant( .
e7‘[t e—ﬂt(eﬂt _ ]
= ot )2 < s 7rArctant> 211)( ).

Sur D, @’ est du signe de . Or, 1 est dérivable sur [0, +ool, et pour t > 0,

oy _me ™ (l—e)(=2t) 0w o o m 2
1l)(t)_1+t2+ (14 12)? 1+t2_(1 e T+t2 (1+12)2 <0

1 est ainsi strictement décroissante sur [0, +oo[, et puisque p(0) = 0, ¥ est strictement négative sur D. Il en est de méme

de ¢’. Donc
@ est donc strictement décroissante sur D. '

On en déduit encore que

Sup{e(t), t € D} = 9(0*) = ©

Existence et expressions de l’intégrale I :

3. @ est continue sur D et donc localement intégrable sur D, prolongeable par continuité en 0 d’aprés 1., et négligeable

0(l

2 )). @ est donc intégrable sur D et I

1 T
en+oo devant 5 d’aprés un théoréme de croissances comparées (@(t) ~ Jort =
e

existe.

4. Pour t > 0 et k € N*, posons fi(t) = e Arctant. Pour t > 0, puisque 0 < e *™* < 1, on a

Arctan t —t 1 —t - —kmtt I (k+1) 7t
(p(t) = ﬁ =e ArCtantm = Arctdnt Z e Z e Arctdnt
k=0 k=0
+00 oo
= e ™t Arctant = Z i (t)
k=1 k=1
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Ainsi,
e chaque fonction fy, k € N*, est continue sur D, clairement intégrable sur D (pour les mémes raisons que @),

e la série de fonctions de terme général fy, k € N*, converge simplement vers ¢ sur D et ¢ est continue sur D.
e puisque les fonctions fy sont positives, pour chaque n € N*|

n n +o00
D fil=) <) fu=we,
k=1 k=1 k=1

@ étant intégrable sur D d’aprés 3.
+o0

D’apreés le théoréeme de convergence dominée, la série de terme général J fi(t) dt converge et
0

+00 oo 400 “+00 +00
Z J e *™t Arctant dt = J Z e "t Arctant | dt = J e(t)dt =1
k=10 0 k=1 °

—k7t

Soient alors k € N* et A €]0, +oo[. Les deux fonctions t — et t — Arctant sont de classe C' sur [0, A]l. On peut

donc effectuer une intégration par parties qui fournit :

A ot —k7tt A 1 A e—kmt 1 KA A ekt
e ™ Arctant dt = Arctant — | ——dt=——e " ArctanA+ — | —— dt.
L rctan [—kT[ rctan }O—i—kﬂJ'o T o rctan +k7TJQ 1
—k7tt
La fonction t — T étant intégrable sur D, quand A tend vers +oco on obtient
“+o0 1 +oo e—knt
J e ¥ Arctant dt = — J' — dt,
0 k) T+t
et donc
+00 stoo ot +oo 1 [T e—kmt
_ —k _ L
I= ]; L e Arctant dt = ]; e L s, dt.

Deuxiéme partie

Propriétés de la fonction f :

5. Notons F la fonction F : [0, +o0o[x[0, o0 — R . Fest définie et continue sur [0, +oo[%. De plus, pour (x,t) €

—xt
(x,1) S
1+t2
[O»+OO[27
et 1
= < — _ = .
‘F(Xat” -I+t2 ~X ]+t2 (p()(t)

La fonction @g est définie, continue et clairement intégrable sur [0, +oo[. D’aprés le théoréme de continuité des intégrables
a paramétres, on peut affirmer que

f est définie et continue sur [0, +ool.

Pour x >0, on a

+o00 —xt +o0 —xt ]t
o<F(x):J e—zdt<J e*t_[e } _1

1
Comme — tend vers 0 quand x tend vers +o0o, on en déduit que
X

lim F(x) =0.

X— +00
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6. Soit a un réel strictement positif fixé. F admet sur [a,+oco[x[0, 400l des dérivées partielles premiére et seconde par
rapport & sa premiére variable x et, pour (x,t) € [a, +oo[x[0, +ool,

aF( . —te | te*t coat_t )
—(x — = < —_— N
ax T+t2 | 1+t Trez 7
et
aZF tZe—xt
()| = —— < e = (t).
S| = T <o =)
Ainsi,
2
e Vx € [a, +ool, les fonctions t — F(x, t), t — a—(x,t) et t— ﬁ(x,t) sont continues sur [0, +ool,
X X
oF o%F
e Vt € [0, +ool, les fonctions x — F(x, t), x — a—(x,t) et x — ﬁ(x,t) sont continues sur [a, 4ool,
X X
e il existe deux fonctions @1 et @2, continues et clairement intégrables sur [0, +oo[ telles que V(x, t) € [a, +o0o[x]0, +o0l,
F 0°F
— ()] < @i(t) et | —(x,t)]| < @2(t).
ox ox

D’aprés le théoréme de dérivation des intégrales a paramétres, f est de classe C? sur [a, +ool, et ceci pour tout réel a
strictement positif. f est donc de classe C? sur ]0, +o0o[. De plus, les dérivées premiéres et secondes de f s’obtiennent en

dérivant sour le signe somme. Ainsi, pour x > 0,

y +o00 e—xt +00 tze—xt +o00 N 1
f f = —— dt —— dt= tdt=-.
(X) + (X) J’O ] + tZ + J’O ] + tz J’O ¢ X

1
V>0, f(x) + () = =

Deux intégrales :

7. Pour X > a, une intégration par parties permet d’écrire

X . . X it
C(X)—I—iS(X):J 70‘)“?51“ dt:J eT dt
a

a

eit1X 1 (X it eiX  ela 1 X et
= | = +TJ — dt = - _._+TJ' — dt
[l‘t]a i)q 2 X e i, t?

it

it

iX 1 e
= —, la fonction t — — est
12 12

eiX
iX

_ 1 e
XX

Ensuite, puisque tend vers 0 quand X tend vers +oo, et puisque =

it
intégrable sur [a,+oo[ de sorte que la fonction X — J — dt a une limite dans C quand X tend vers +oco. On en déduit

a
que la fonction C + iS a une limite dans C quand X tend vers 4+oo et donc que les parties réelle et imaginaire de cette
fonction, & savoir C et S ont une limite réelle quand X tend vers +oo.

Une expression de la fonction f :

8. D’aprés 6., f est solution sur D de ’équation différentielle linéaire du second ordre

1
y'+y=- (E).
X

1
Puisque la fonction x — — est continue sur D, on sait que la solution générale de (E) sur D est somme d’une solution

X
particuliére de (E) sur D et de la solution générale sur D de I’équation homogéne associée.

Les solutions de I’équation homogéne associée sont les fonctions de la forme x — Acosx 4 pusinx, (A, n) € R?. La méthode
de variations des constantes permet alors d’affirmer qu’il existe deux fonctions x — A(x) et x — u(x), deux fois dérivables
sur D, telles que la fonction x — A(x) cosx + w(x) sin x soit solution de (E) sur D et que de plus, A et u sont obtenues par

la résolution du systéme :
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1] 0 sinx .
! — —
A (x)cosx 4+ ' (x) sinx =0 Ax) = 1 1 CoSX A (x) = S x
/ . / T e x & x
A (x)(—sinx) + p'(x) cosx = — 1| cosx 0 , COS X
x W)=+ .1 w(x) =
1| —sinx < x

+o00

sint sint

Maintenant, en écrivant que pour x > 0, g(x) = J' . dt — J —~ dt, il est clair que g est dérivable sur 0, +oo[ et
1 1

sin x cosX
. De méme, h est dérivable sur ]0,+oo[, et pour x > 0, h'/(x) = —

que, pour x > 0, g’'(x) = — . On peut donc

prendre A =g et u = —h.

Les solutions de (E) sur D sont donc les fonctions de la forme
T sint . T cost
dt —sinx

xX

dt, (A, n) € R2.

X — Acosx + usinx—i—cost

xX

9. f est 'une des fonctions ci-dessus et de plus, d’aprés 5., f tend vers 0 quand x tend vers +oo.

+o00 +o00 X +o00
cost cost cost sint
Or, J' . dt = J' . dt —J' . dt = th C(x) tend vers 0 quand x tend vers +oo. De méme, J' ~ dt
a
tend vers 0 quand x tend vers +oc0. On en dedult que h

dt =0.

lim cosx
X— +00

T sint . T cost
— dt —sinx

X x

D’autre part, A cosx+psinx = /A2 + p? cos(x—xg) a une limite réelle en +oo si et seulement si A = pu = 0. L’équation (E)

T sint T cost
admet donc une et une seule solution de limite nulle en +o00o & savoir la fonction x — cos XJ' dtfsinxl[ dt.
X X
Cette fonction est nécessairement la fonction f.
Ainsi, pour x > 0,
+o0 +00 400 - s 400 -
sint cost sintcosx — costsinx sin(t —x
f(x)zcost —dt—sme dtzJ dtzJ ¥dt
X t X t X t X t
+0o L1
sin(u
_ J (u) du,
0 u—+x

en posant u =t — x. Ensuite, en posant u = xt, on obtient pour x > 0,

flx) = J+°° sin(u) d J'+°° sin(xt) B J“LOO sin(xt)

= xdt = dt.
o u+x o xt+x 0 T+t

Vx €10, +ool, f(x) =

dt.

J'+OO sin(u) du J*"O sin(xt)

o u+x - 0 1T+t

Troisiéme partie
Un résultat intermédiaire :
10. D’aprés 4. et 9.,

+oo Foo -kt +oo +oo
1 1 sin(k7rt)
I= — dt* —fk — —— dt.

J*o" sin(ku)
du
T+u

11. Soit k € N*. Soient ¢ et A, deux réels strictement positifs. Une intégration parties fournit

J'A sin(ku) du _lcos(kA) lcos(ks) 1JA cos(ku)
e THu k m+A k m+e kJ,

- (1t 4+ u)?

Quand ¢ tend vers 0 et A tend vers o0, on obtient
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J'+°° sin(ku) i _ l J“LOO cos(ku) du
o mH+u km k)y (m+uw?
Mais alors

+o0 +00 +o0 +00 +00 +00 +00

1 sm (k7t) 1 1 cos(ku) 1 1 1 1 cos(ku)
=y — (o g =Y S Ly |
Sl el n(mowl, mr ) e le rlel
. ) cos(ku)

Pour k € N* et u € [0, +oo[, posons tx(u) = i w2 et pour u € [0, +oo[, posons t(u Z te(u

1
e Chaque fonction gx est continue sur [0, ool et intégrable sur [0, +oo[ car est dominée par — quand u tend
u
vers +00. :
e Pour chaque u € [0, 400l et chaque k € N*, [ty (u)| < W On en déduit que la série de fonctions de terme général

t, converge normalement sur [0, +oo[. Puisque chaque ty est continue sur [0, 400, la fonction t est définie et continue
sur [0, +oo[ et la série de fonction de terme général ty converge simplement vers t sur [0, +ool.
[ ]

+00 400 +o00 +oo-| 1 ]+oo 1
t du < ————du=—-Y — < +oo.
P R AT P -Da

D’aprés un théoréme d’intégration terme a terme, la fonction t est intégrable sur [0, +ool, la série de terme général
100 400

+oo +o0
J ti(u) du converge et J t(u) du = Z J ti(u) du. En tenant compte de la question 10., on a montré que
0 0 = Jo

1T &1 1 [+ 1 = cos(nu)
==Y — = du.
7 ]; | S L (r+u)? <Z n? "

Somme de la série de terme général cos(nu)/n? n € N* :
(x—m?

4 12

2
12. Graphe de la fonction G. Pour x € [0,27], G(x) =

Vérifions que la fonction G est paire. Soit x € [0, 27].

_ _ 2 2 _ 2 2
G(—x):G(—x—}—Zn):W—T—Z :%J]T—zze(x).

Soit alors x € R. x — 2@tk (%) € [0,27[ et

G(—x) =G ( (x—ZT[E(z—))) -G (xfan(%)) — G(x).

Finalement

la fonction G est paire. I

La fonction G est continue par morceaux sur R, 27-périodique. On peut donc calculer ses coefficients de FOURIER. G est
paire et donc les coefficients b;, (G) sont nuls. Ensuite,

2 (M ((x—m)? m? 2/ m\

http ://www.maths-france.fr 5 © Jean-Louis Rouget, 2009. Tous droits réservés.



Enfin, pour n € N*, deux intégrations par parties fournissent

an(G) = 2 Jﬂ (@ 7;;) cos(nx) dx

-2 ([(@ o %) SinilnX)L - % J: X;ﬂ sin(nx) dx) _ 1 Jﬁ(x— 71)(— sin(nx)) dx

1 cos(nx)]™ 1 (™ 1
—E<[(x7r) o LHJ'OCOS(TLX)dX>_?'

La fonction G est continue sur R, de classe C! par morceaux sur R, 2m-périodique. D’aprés le théoréme de DIRICHLET, la
série de FOURIER de G converge simplement vers G sur R. Donc,

cos(nx)
2

Vx € R, G(x) =

n

Il
-

De plus, puisque G est de classe C' par morceaux sur R, on sait que la série précédente converge normalement sur R.

13. D’aprés la question précédente,

En particulier, pour x = 0, on obtient

Valeur de l’intégrale I :

14. Soit k € N. Puisque G est 27-périodique, le changement de variables u =t + 2k fournit

(2t 1)m 1 2 1 2 ot ol
= ' cwau=| — 1 (BT T 4
o Jorn (w4 m)? (1) du Jo (t + 2km + )2 <4 2 + 6>
27
1

2 2
(2k +1)(2k + 3)7r LT ) it

— 1 2
= —(Z(t+(2k+1)7t) — (k+ 7t + (2k + 1)m) + 2 Y3

Jo (t+(2k+1)m)2
r27T
<1 (k+ 1) +<(2k+1)(2k+3)712 n2> 1 >dt

1 12kt n 4 YA TSI

Jo
m e [(2k+1)(2k+3)12  m? 1 m
LT e e (263 (2k + 1)( 2k+3) n 1 1
=g ”n<2k+1> < +?> <_(2k+3)71+(2k+1)7r>
2k+3 s
_(k+])”ln<2k+1> E( 2k +3 2k+1>

Finalement
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2k+3\ = 1 1
VkeN, ax =m— (k+ T)mln (2k+1> +€ <2k+3+2k+1>'

15. Mais alors

TP 1 2 cos(nu) st n+3\ 1 1 1
_ -2 - 1 1 Nip (2272 (oL 4 '
nJO (u+n)2; n v n e Nirfoon_o( +n+ )n(2n+1) 6< 2n+3+2n+1>>

N—-1
. 2n+3 1 1
—¢ww§gc4+M+”mG;:0) @Jﬂmo—ﬁﬂﬁ)

et finalement, d’aprés les questions 11. et 13.,

I n+3 O n+3
e e I (e (5)) <, 2 (e (57))

16. Soit N € N*.

E —efNNﬁ1 M43\ e NN DN e NN 1)N2NNY
e TTx3x.x(@N-T) 2N)!

Quand N tend vers +o00, la formule de STIRLING fournit

1\N
NNV (14 — 2NN!
2N (14 5
(2N)!
e NINNNEI/2NNN-N /N \/’
(2N)2Ne=2N | /2 (2N)

~

1—In2
Enfin, I= lim In(En) = ne
N— +o00 2

Calcul de l’intégrale K :

1 1 1 1 1
17. Pour t €]0, +o0|, o o e 1 1) =5 (e”t1 — e“t+1) et donc | =

K:I—zjzl_lnz_(]_ln(zﬂ)> _In(m)—1

(I — K) ou encore

N —

2 2
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