SESSION 2010

Concours commun Mines-Ponts

DEUXIEME EPREUVE. FILIERE MP

A. Questiions préliminaires

1) e Cas n = 2. %, ne contient qu’un élément : ( } 1 ) Donc up =1.

e Cas n = 3. On trouve six éléments dans %53 :

0 1
10
11

0
1

1 11 1
1 101,10
0 10 1 1

u2:1etu3:6l

2) Soient n > 2 puis A € %,. La somme de coefficients d’une ligne de A vaut 2 et donc AXy = 2Xp. Puisque Xo # 0,

Yn > 2, VA € %, Xo est vecteur propre de A associé a la valeur propre 2.

3) Soient (i,j) € [1,n]? \ {(1,1)} puis Ft, (i,5) V'ensemble des éléments de %, qui posséde un 1 en position (i,j).

Notons ¢ l'application qui & une matrice M associe la matrice déduite de M en échangeant les lignes 1 et i puis les
colonnes 1 et j. Chacune de ces deux transformations ne modifie pas le nombre de 1 dans chaque ligne et dans chaque
colonne. Donc, pour chaque M € J7, (i j), la matrice (M) est un élément de %, qui posséde un 1 en position (1,T)
c’est-a-dire un élément de J4,.

Comme @ o @ = Idy, , @ est une bijection telle que ¢ (%,(i,j)) C J#%,. Mais on a aussi ¢ (J4,) C J4, (1) et donc
H'=@o @A) CHy (i)

Ainsi, @ est une permutation de %, telle que ¢ (%,(i,j)) = J#,. On en déduit que V(i,3) € [1,n]*\{(1,1)}, card (%,(i,j)) =
card (J#4,) = hn. Par suite, quand on additionne toutes les matrices de %, & chaque position, on additionne des 1 en
nombre égal & h,, et finalement

vn > 2, Z A =huJ.
AEUn

B. Etude du cardinal de %,

4) Soit n > 2. On a d’une part
( Z A) Xo = hnJXo = nhnXo
AEUn
et d’autre part
( > A) Xo= Y AXo= Y 2Xo=2unXo.
AEUn AEUn AEWUn

Puisque Xp # 0, on obtient nh,, = 2u,.

mm>2 u, = %hn.

5) Pour (i,j)_ € [2,n]?, notons S Pensemble des éléments de 57, qui ont un 1 en position (1,1) et un 1 en position
(1,j). Les 4%, (i,j) € [2,n]?, constituent une partition de 4, et il y a (n —1)? 24", (i,j) € [2,n]?.
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De plus, I'application qui & une matrice A de S associe la matrice A’ déduite de A en échangeant ses lignes 2 et i et
ses colonnes 2 et j est une bijection de 4" sur 2% = #,. On en déduit que
hy=card(4) = ) cardg) = ) card(An) = (n—1)7kn.
(i,j)€[2,n]? (i,j)€[2,n]?

Yn =2, hy =(n—1)%k,.

6) Soit n > 4. Il y a deux types de matrices dans J#, et chaque matrice de J#, est d’un seul de ces deux types :
e celles qui possédent un 1 en position (2,2). De telles matrices possédent un 0 en position (i,j) telle que T <1< 2
etj >3 oul<j<<2eti>3 et donc posséde exactement deux 1 dans chaque ligne 1 et chaque colonne j telles que
3<i,j<n. llyau,_ telles matrices.
e celles qui possédent un 0 en position (2,2). De telles matrices A possédent un 0 en position (i,j) telle que i = 1
etj >3 o0uj=1eti>3. Pour une matrice A de ce type, notons A’ la matrice extraite de A et constituée de ses n—1
derniéres lignes et colonnes. Il y a autant de matrices A’ que de matrices A. Notons ensuite A” la matrice obtenue en
remplacant dans la matrice A’ le 0 en position (1,1) par un 1. Les matrices A” sont les matrices de format n— 1 ayant
exactement deux 1 dans chaque ligne et chaque colonne. Il y en a h,,_1.

Au total, kn =un_2 +hn_1.

m>4, kn=un_2+hn_g.

hn 2u,

7) Soit n > 4. D’apres les questions 4) et 5), kn = M1~ nm 12 Mais alors
2u pATI n(n—1)?2
kn=un—2+hn_1 = 7‘“2 =Un-2+ nl = Up = ¥Un72 +n(n— ‘I)unfL
nn-—1) n—1 2

Puisque up =1, u; =0, uy =1 et uz = 6, cette égalité reste vraie quand n =2 et n = 3.

Pour n > 2, on a ensuite

W — Un 2 Un-2 . n—1 up l Un-2
T (mh2 (n!)2 Ton m=112 2nn-2)2
n—1 1
=—Wn1+ %anz

n—1 1

wo=1,wy =0et"n>2, wy, = —w,_1+—Wn_2.
n 2n

8) Pour tout entier naturel n, u,, > 0 et donc wy, > 0. Montrons par récurrence que Yn € N, wy, < 1.
ewy=1<Tetw; =0<1.
e Soit 1 > 2. Supposons que w2 < 1 et w1 < 1. Alors,
n—1 1 n—1 1 2n—1

Wn = ——Wn1 +5-Wn 2 < ——+ 5=

<
n n 2n 2n

/

On a montré par récurrence que

vneN, wy, €[0,1].

. . . n—1 1
Plus précisément, il est clair par récurrence que Yn > 2, w, > 0. Orpour n > 2, on a Wy, = ——Wy_| + —Wp_2 >
n
n—1
—wn_1 et donc pour n > 3,
n

A E ) (G
nT 2 Wk,]/ k _Tl.-
k=3 k=3

N
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Ainsi, Yn > 3, w,, > — et donc la série de terme général w,, diverge.

1
n
Puisque Yn € N, [wy| < 1, on en déduit que Ry, > 1 et puisque an diverge, on en déduit que R,, < 1. Finalement
R, =1.

9) On sait que la somme d’une série entiére est de classe C* sur son intervalle ouvert de convergence et que les dérivées
successives s’obtiennent par dérivation terme & terme.

—1 1
Soit x €] —1,1[. Pour n > 2, on a w, = —wn 1+ 7 Wn-2 et donc 2nw,, = 2(n— 1)wy 1 +wy 3. On multiplie les
n n
deux membres de ces égalités par x™ ! puis on somme pour n variant de 2 & +oco. On obtient
“+o0 +o00 “+o0
2 Z nwyx™ ! = 2x Z (n—1wn_1x™ 2 +x Z Wi_ax" 2.
n=2 n=2 n=2

Ceci fournit 2(W’(x) —wq) = 2xW’(x) + xW(x) et donc 2(1 —x)W’(x) = xW(x) (car w; =u; =0).

X

J— / —_—— =
vx €] —1,1[, W'(x) 2(17)()W(x) 0.
. X 1 1 x t x 1 L
Puisque —m =5 m, on aJ'O —m dt = 7 + zln(] —x). On en déduit que pour x €] —1,1[,

x t x 1 e—x/2
W(x) = wo exp (Jo <m> dt) = exp <§ - zln(] x)> R i

e—x/2

Vx el —1,1[, W(x) = : .
—x

C. Equivalent d’une suite de coefficients d’'un développement en série entiére

10) On sait que les fonctions x — e** et x + (1 —x) P sont développables en série entiére sur ] —1,1[. On en déduit que

¢ est développable en série entiére sur ] — 1, 1[ en tant que produit de fonctions développables en série entiére sur | —1,1].
1 +o00

mzﬂ—x)_ﬁ :Zanx“ ot ap=1et pourn >1

n=0

11) On sait que pour tout x €] — 1, 1],

(=B)(=pB—-T1...(F—(n—1)) B+n—T1)...(B+1)B

In = nl < (=) = nl
113 TB+k  T(n+p)
_FE[ FB+k—1)  nIT(B)

12) Soit x €] — 1,1[. A T'aide d’un produit de CAUCHY, on obtient

1 +o0 on N +o00 F(n+[3) N 1 +o0
o= (55 (55 =i

n=0

Par unicité des coefficients d’'un développement en série entiére, on en déduit que pour tout entier naturel n,

Looank Fk+[5) 1 o n! e [T PR
<Z K )anr(ﬁ) (%k!(nk)!(x kJo P e dx)

k=0
+
Jo Z i k “kxk ) xP~Te ™ dx (somme d’intégrales convergentes)
+00
B—1,—x d _ ll')ﬂ.
n'F Jo (x+oa)"™xP e X AT ()
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13) Soit n € N*. La fonction f, : u +— e “(oc + u)™ est dérivable sur [0,+oo[ de dérivée la fonction u — n(o +
e — (x4+u)"e " = (m—a—u)(ax+u)" e . La fonction fn est donc croissante sur [—a«,n — o et décroissante
sur [n — o, +ool.

Pourn>a+laf >0,0onala <a<<n—|a <n—«aetdonc la fonction u — e (o +u)™ est croissante sur [—|«/, a] et
en particulier sur [0, a]. Par suite,

a a
J ubTe M +u)m du‘ <J uP~Te (o) +w)™ du
0 0

a B
< (\cxl-i—a)nj uP=T qu = (Ioc\—i—a)"%.
0

D’autre part, pour u € [a,+oo[, u+ & > a+ > a—|«| > 0 et donc pour n > a+|x|+ 1 de sorte que n—ax—1,n—«] C
[—a,n — af,

+o00 n—« n—o
J uP e ™ (x+u)™ du > J P Te Y a+uwduze ™ (a4n—a— 1)“J ub~1 du
a n—ax—1 n—o—1
6“71
= B Mm—1"((n—a)f —(n—a—1)F).

Or,

D’aprés un théoréme de croissances comparées, (|| + a)™ e“‘zn“+f3_1) et donc

a —_
B e O

+o00
o) (J uP~Te ™ (a +u)™ du).

a

a

+o0 +oo
uP e Y (a +u)n du—l—J P le ™M+ du  ~ J uP e ™ (o +u)™ du.
a n— +oo a

14) Donc pour a > |«f, hn = J

0

+oo +oo

ubTe M +uw)" duet J,, = J e Yoo+ u)""P=T du. Pour tout entier naturel n,

1 u )
B u—+

a1si >0 et décroit de

Posons I,, = J

a

“+00
Tn =l < J et W)

a

du

La fonction homographique u — croit de a 1 si a < 0. Mais alors, pour

u € [a, +ool donné, 1'égalité des accroissements finis appliquée a la fonction f : t +— tP~1 fournit un réel ¢ entre
o

a
et T et donc entre et 1 tel que
«

p—1
() ()l
U+ u—+ U+

B—2
< M oﬂMzmax{(L) ,1}.
x+u a+ o
+o0

et donc |I, — Jn| < MJ' e “(a+u)""P~2 du. Une intégration par parties (effectuée sur [a+ «, A] puis A tendant +oo)

a

x(B—=1)cP 2 =a(p—1)cP? x 1
x+u

fournit alors
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+00 (o(+u)n+[37] +oo 1 +00
In—Jnl <M e Y at+uwP2du=M|[|e v —— +7J' e Yo+ u) AT
L=l <M| et eE T T, ¢ et
_ Melare (@t M MU
n+p—1 n+p—-1 n+p-1
Ainsi, [In —Jal = ofJn) etdoncIn ~ Jn. On a montré que
n— +oo n— +oo

oo +00
3a>|°“/aj wle M atw)t du ~ J e o+ )BT du

a

n— +o0 a

15) En posant v = & + u, on obtient

at+o
e VWPl dy = e*(n+ B) — eo‘J' e Vv gy
0

+o00 +00

+o0
J e Ya+u)" R dqu = J

a at+o

e—(v—oc)vn+[3—1 dv = eocJ

at+o

Or, pour n grand de sorte quen+ 3 —1>0

a+o
J efvvn+[371 dv < (CL-I— oc) X eO % ((l-l— (XJTHFB*] _ (a+o()n+[3
0

et d’autre part,
Fm+p)=n+p-1(n+p—-2)...(B—ER)+DT(B—ER)+1) = (n—1)(n=2) ... 1TT(B—E(R)+1) =T(B—E(B)+1)x (n—1)!.

Comme T(f — E(B) +1) > O (intégrale d’une fonction continue et strictement positive), un théoréme de croissances

a+o
comparées permet d’affirmer que (a + )P = o(N(B—E(B)+1) x (n—1)!) puis que J e VRl gy =
n— +00 0 n— +00
+00
o(l'(n+ B)) et finalement que J e a4+ uw) P du ~ e*I'(n+B).
a n— -+oo
+00 Foo +oo
En résumé, P :J' uP e Y ax+uw)* du  ~ J uP e Yo+t du  ~ J e Y a+uwP T du  ~
0 n—+oo J, n—+oo Jo n— +o0
e*I'(n+ B).
Pn ~ e*T(n+B).
n— 400
n!l’ n—i—l
_ dn e*I'(n+ p) 1 1 . B 5 ’ 2
16) ¢n = T (p) e O Pour o« = —3 et B = 7 > 0, on obtient uy = wy(n!) e TN
Vel 5
De plus,

1 1
m:ﬁwzﬁ(k+1):1><3><...><(2n—1)
r

1 1 2 2n
_ k=0 — k=0
"(3) (<3)
I x2x3x...x(2n—1)x(2n)  (2n)!
N 2" x 2 x4 x...x(2n) - 22!’

1
n!l’ (TL + _> 2n 1
2 2n)! 2 1 n+y
D’aprés la formule de STIRLING, u,, ~ = ( n)z ~ <_n) 47 ——— =2 (n) :
n—+oo \/€r<]) \/EznnﬂJroo e

2
n 2T1+%
™ s too 2w (E) '
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D. Etude de rang

17) %, est constitué d’une matrice non nulle et donc r, = 1. On rappelle que %3 est constitué des six matrices

0 1 1 0 1 1 1T 0 1 1 0 1 1T 1 0
Al = 1T 0 1 ],A= 1 1 0 |,A3=[ 0 1 1 |, Ay= 1 1T 0 |],As=1 0 1 1 et
1 1 0 1 0 1 1 1 0 0 1 1 1 0 1
1 1 0
Ag = 1T 0 1],
0 1 1
et donc r3 < 6. L’ensemble des ] — A, A € %5, est constitué des matrices
1 0 0 1 0 0 0 01 0 0 0 1
J—A;1=| 0 1 0 |,J—A= 0 0 1 ], A3= 0 |, J—-A4=| 0 0 1 |, J—A5= 1 0 0
0 0 1 01 0 1 1 0 0 01 0

On rappelle alors que Z A =hz] =4] et donc
AEUs

VeCt(A1vA2vA3aA4aA5vA6) :VeCt(A1aAZ)A3aA4aA5vA6aI) :VeCt(_A1v_AZv_A3v_A4v_A5v_A6aI)
:Vect(]7A],]7A2y]7A3a]7A4a]7A5a]7A6v])
:Vect(lfA],]fAz,]7A3a]7A4a]7A5a]7A6)

(car | = %(I—A1 +J—As+...+]—Ag) € Vect(] — Aq,...,]— Ag)
= Vect(] —A1,] — A2, ] —A3,] — Ag,] — As)
(car J—Ag=(J— A1) —(J—Az2) = (J—A3) + (] — Aa) + (] — As) € Vect(] — As,...,] — As)

Par suite, 13 =1rg(] — Ax)1<kgs. Soit alors (ax)igkgs € R>.

5 ar+a asz+ag as 0 0 0
Zak(]*Ak):(N:} az +as as a+asg | = 0 0 O
k=1 ag a+as aj+az 0 0 0
a;+a; =0
az+ag4 =0
(15=O (11=O
az+as =0 as =0
= a; =0 = as =0
a+as =0 a =0
(14=O (13=O
a+as =0
a;+az3=0

Donc la famille (] — Ak)1<kgs est libre et 13 = rg(] — Ax)1<kgs = 9.

r2:1etr3:5.l

18) Notons t la transposition dans .#, (R). La transposée d’une matrice ayant exactement deux 1 par ligne et par colonne
et des 0 ailleurs est une matrice ayant exactement deux 1 par ligne et par colonne et des O ailleurs et puisque Xp est
vecteur propre de chaque A € %, associé & la valeur propre 2, Xy est vecteur propre de chaque ‘A, A € %,, associé a la
méme valeur propre 2. Ceci montre que %, C ¥n.

n
Soit A € 74 (R) puis (A, u) € R? tel que AXo = AXp et tAXo = uXo. Alors, Vi € [1,n], Z ai; = AetVj e [1,n],

j=1
n

E aij =H puiS

i=1
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19) 7, est effectivement un sous-espace vectoriel de .#,(R) car 0 € #, et si (x,p) € R? et (A,B) € (#,)?, alors
(xA + BB)Xo € Vect(Xo) et (atA + B'B)Xo € Vect(Xop).

On munit .#, 1 (R) de sa structure euclidienne canonique. On note % = (e1,...,en) la base canonique de .#;, 1(R) puis

on pose e; = —=Xo et on compléte la famille orthonormée (e7) en %1 = (ef,...,e)) base orthonormée de .#y 1(R).

Vvn
On note P la matrice de passage de Bp & #7. Pour A € #,(R), on note f 'endomorphisme de .#y,1(R) canoniquement
associé a A.
D’aprés la question précédente,

A€ &M ER/ Ae] = 'Ael = he! o INER, A’ € M1 (R)/ mat(f, B) = ( A0 )
!/ }\ O . |
SINeER, JA e #4, 1(R)/A=P 0 A P
Puisque Papplication M +— PMP~! est un automorphisme de .#x (R),
dim(74)(R) = dim {( g :, ) ,AER, Al € Mg (R)} = dim(Vect({E1 1JU{Ei;, 2<i,j<n}) =(m—1)2 +1.

On en déduit que 1 = dim(Vect(%,)) < dim(#) = (m—1)2 + 1.

n>2,rm<(m—172+1.

20) Soit B la matrice dont tous les coefficients sont ceux de A sauf les coefficients en position (i,j), 1 <1,j < 2, qui sont :

( 21 o1 21 2 > = < ? (1) ) . Le nombre de 1 dans chaque ligne et chaque colonne, y compris les lignes et colonnes n° 1 et
2,1 b2

2, sont restés inchangés. Donc la matrice B est un élément de %, . De plus, la matrice A—B = (E1,1 +E22)—(E12+E21)
a tous ses coefficients nuls sauf ceux en positions (i,j) pour i < 2 et j < 2.

Plus généralement, pour (i,j) € [2,n]?, soit A’ (resp. B’) la matrice déduite de A en échangeant ses lignes 2 et i et ses
colonnes 2 et j. Les matrices A’ et B’ sont dans %, et A’ —B’ = (E1 1+ Ei;) — (Ei1 +E15).

Pour (i,j) € [2,n]?, posons My ; = (Ey 1 + Eij) — (Ei1 + E1 ).
D’aprés ce qui précéde, Vect{A — B, (A,B) € (%n)?} D Vect{Mi;, (i,j) € [2,n]?}. Vérifions alors que la famille
(Mi,j)zgi,jgn est libre. Soit (Ai,j)zgi,jgn S R(nfl)z

Z A My =0= Z Aij(Ev1+Ei5—Ei1 —E1j)

2<i,j<n 2<ij<n
n n n n
= ) AgEgH | D A B Ay | Eor =) [ D A Eiy=0
2<i,j<n 2<i,j<n i=2 \j=2 j=2 \i=2

= Y(L,j) € 2n]?, Ay =0.
Donc la famille (M j)2<i,j<n est libre. On en déduit que

T‘T/1 = dim (Vect{A — B, (A, B) S (%n)z}) 2 rg(Mi,j)Zgi,jgn = (TL — ])2

m>2 1l > n—1)2

21) D’aprés ce qui précéde (n—1)2 < v/ =rg{A—B, (A,B) € (%)%} < 1g(%.) = Tn < (n—1)2+1. Maintenant, la matrice

1
] est dans Vect(%;,) car | = = Z A. Vérifions que ] n’est pas dans Vect{A —B, (A, B) € (%.)?}. Pour toutes matrices
™ AcUn
A et B de %, on a (A—B)Xo = 2Xo—2Xo = 0 et donc par linéarité, pour tout élément M de Vect{A —B, (A,B) € (%)%},
on a MXo = 0. Mais la matrice J vérifie JXo =nXo # 0 et donc J ¢ Vect{A — B, (A,B) € (%.)?}.
Finalement, (n — 1) < 1, < (n—1)2 + 1 et donc

vn>2 rm=Mm—1)2+1.
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